Exercices avec solutions : Limite et continuité 
Exercices d'applications et de réflexions 


PROF: ATMANI NAJIB 2BAC SM BIOF 


Exercices avec solutions : LIMITE ET CONTINUITE 


Exercice1 :Soit la fonction : /:хҥ› 2x" +3х+1 


акене (Ж ж ЕЕЕ 
Montrer en utilisant la définition que : lim f (x) = 6 хх x-1 
Solution : Montrons que : Donc : lim f (x)= lim 25:20 
(ve > 0)(3a »0)(Vx€Df)(0«|x-1|«a-| f (x)-6 | < £ ? me zu x-l 
Soit : !-Ї-14-3-153 donc : lim f (x) = lim f (x) - 0 donc | lim f (x) - 0 
2 2 2-2 x--l ee 
\ 1 | T Exercice3: Déterminer les limites suivantes : 
хє [I——;1+—| AONC 
2 2 Vx2+3 +1 
1)lim 3 —— 2) lim 222 + x? - x44 
|f (x)-6 - x? +3х-5|]=|х—12х+5| цаа цэ 
Охх 7х 3x+8x° — 2 
2 | 3) lim ——— — Al lim = = 
se 3) donc : | -1-2 жену Ven Шету 
: 7) : tanx-1 
хє БХ donc: An donc: 6<2x+5<8 Э) ае G m Л 
2 2 2 2 4 ^1 
donc ` [2+ 5|-< 8 donc : |2х+5||х—1|< 8|х—1 E 
, Solutions EE 
Soit £ > 0 on cherche a >0 tel que : sai 2x-] 1 


O«|[x-1]«a|f(x)-6 | < € 2) lim 2х + x; -x ^ 42 lim 2x? = +оо 


Pour avoir |f (x)-6 | < ғ il suffit d'avoir 8|х—1|< г AE мэт 
-2Х-45Х/Г-1Х ‚ —7Х 20 —X 
1 £ 1 3) lim — —— ——— = lim — = lim — = –00 
3x +8x° — 2? E 


Il suffit de prendre a le plus petit des 4) lim ——————— = lim 


nombres : Ê et} cad a -inf NES 
9 2 9 2 


donc ` lim f(x)- 6 Опа: lim x?^x--o donc : lim Vx 4 x = +оо 
X—+00 X00 
2 | 
(x+1) Et bm rom 
|х2—1 X400 | uu 
on trouve une formes indéterminée : "+ о о" 


[V exce [ex 


Exercice2 : Soit la fonction f : x 5 


Etudier la limite de f en x, =-1 


е lim d +x-x= lim 
я . X400 X—+00 2 
Déterminons lim f (x) et lim f (x) ? Ю +х+х) 
ые E 
X trr X 
Solution ` vx e R-{-1;1} lim үх +x-x= lim == = lim —————— 
Х-Э40 X00 | x. LXX X—+00 А 1 
| (x+1) +1 x|l-— X 
Si: —1<x<1: f(x)» ———— --— 1 
|х+1||х—1 х—1 " 
| х-1 = lim -———— ОГ x ә +œ donc = 
udi doa rr HEN 
Х»-- х»-- Х 
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[= 


E! e 2) limg(x) ? et (= 2 Her 


| X | ] 
= Zac у= S : 
| 1) 2 ПИГ ца (x-3) 
X X e. e. 


Оп а: lim Мх =+® donc: lim x +1= +оо 
X—>+00 X— +0 


. tanx-l X 
6) lim On pose GC E NM B 
EE Et lim 25 111 : ——2 donc: lim g(x)=- 
Ain ( х= 3) XM ү X00 
Z p 
donc х-сүсл-0 e 2) lim g (x) ? et шит let 
Xx х—3 
їап 223 
SS lim x +1= 3+1 et lim-2x*+1=-17 et 
15 Zt -»0 
хэ X—— 


lim(x-3) -0* donc : limg(x)=- 


x3 


3) limA(x) 2. 


tan ED: 4 
| | 3 апкан dans 
Of : tan h + — — ————————— = 


Л 2 2-1 sin 
]-tanAxtan — 1— tan л E мг 


lim h(x) = lim ————— 


x0 x: X 


сола ТТР ТИВ ЗАРУ [unn = egens Or im "ы et puisque ` limx?+1=1 et 
x e ^20 ]—tan h h 1 хэ0 x x20 
lim x? = 0° 
Exercice4 : Soient les fonctions tels que : SS - 
Gi e 1 
f (x)= VZ +) et в(х)- -2x E et lim =+ alors : lim (x) = 
10 d -3Х-41 
—3х +1 x2+1 . 4) (х) = donc : D, = peso| U ME 
К(х)- , et h(x)- sin x x(x-2) 
ge: | и (х= ш сл ОЕ 3х _ | RUE 
1)Déterminer : lim f (x) et lim f (x) ps (x)= lim Toe ea ees ` 
2)Déterminer : lim g(x) et limg(x) e lim k(x) = lim а = Dm шоо lim ы 
Х-›+% x3 X—-—00 x30 y* Jr хә-® ү x>- ү 
3)Déterminer ` limh(x) e lim-3x+1=1 et іта? -21-0 


4)Déterminer les limites aux bornes du domaine 


Etude du signe de : x^ - 2x 
de définition de k 


Solution : 
1)Déterminer : lim f (x) et f (x |-42х41 | -3x +x) 
lim2x+1=5 et lim-3x* +x=-10 Donc : Dm x’ -2x=0 et lim x! -2x 20 
x хэ x20 x0 
Donc : lim f (x) = 5x(-10) - -10/5 Donc : lim k(x)=-% et lim k(x)=++ 
lim 2х+1= lim 2х = +00 lim- 3x+1=-Set lim х -2x-20' et lim x ys 
Donc : lim V2x+1 = 40 Donc : lim Meng et TS À 
х-»27 x22 

Etona: lim - 3x? + x = lim — 3x? = 00 Exercices : Considérons la fonction f définie 

x X00 2-6 35 | 
Donc ` lim /(х)= — Те шан ор 677 | 

xX—>+0 par : де] 
f(1)=-4 
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IN 


Etudier la est continuité de f en x, =1 


Solution : 
lim f (x) = > Жо к 
x1 Ye x1 YT x1 


lim f (x)= f (1) 


donc f est continue en x, =1 
Exercice6 : Considérons la fonction f définie par 


sin(x -2). 
f(x) = Оо эу | ;six#0etx#2et f(2)- 25 
Etudier la est continuité de f en x, = 2 
! ,,lsin(x-2) 1 
Solut 1 — == }(2)АІогѕ : 
olution : lim f (x) = Ei f (2)Alors 


lim f (x)= £ (2) Donc :f est continue en x, = 2 
Exercice7 : Considérons la fonction f définie par 


f(x)= "aal +); sixÆ#Oet f(0)=2 


Etudier la est continuité de f en x, =0 
SIN | — 
X 


«x? е {опа Шах 20 
x0 


Solution : xe R* «] donc : 


d 


Alors : lim f (x) - 


7(5)-2-32 


-f(0) 


Donc :f est continue en x, =0 
Exercice8 : Considérons la fonction f définie par 


fixe m ;six £3et f(3)=7 


Etudierla est continuité de f en x, 23 


2 ЕЗ 
Solution : on a : Оа MEC À D.EC 


х-3 

lim f (x xs їтх+4=7= f(3) 

Alors : lim f (x)= f (3) 

Donc :f est continue en x, =3 

Exercice9 : Considérons la fonction f définie par 


Р(х) = Ух+1-1. six£O0et f(0)= A 


tan x 
Etudier la est continuité de f en x, =0 
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Solution : 


Gi ES 1)(Ух+1+1) 


lim f (x )= lim See = lim | 
( 


х0 х0 


Х+1+ +1)tanx 


gra aO 
Alors : lim f (x)= f (0) 


Donc :f est continue en x, =0 


x20 tan x 


Exercice10 : Considérons la fonction f définie 


sin (zx) 


/(х)=————;5 


T vs 
Par : х— 


avec m parametre réel 
déterminer la valeur du réel m pour laquelle 


f est continue en x, =1 

sin( 7 

Solution : lim f (x)= lim UE 
Xx х х— 


on pose: h-x-1] xo1en0 


sin л(һ+1) sin( zh-4z 
eran e 7 ui? | 
ys A) 6 
h—0 zh 


donc f est continue en x, =1 ssi 7т--7 
Exercice11 : Considérons la fonction f définie 
par 


EEGEN six#Oet f(0)= 
2 х 

(E désigne la partie entiére) 

3| |x 
f)-3«5 

2)f est-elle continue en x, 20? 
Solution :1) ona: x-I« Е(х)<х  VxeR 


LEE 
X X X 
STEE EE 3 

PAR 2 X 2 x 


Cad : 2-2 f(x )< 


L 
2 


1)Montrer que 


Donc: VxeIR' 


3 
donc ` -—&0 
опсео f (x) S 


195) 


допо: /1()-365 VxeR; 
2| 2 
SERE SEE 
2 x 2 X 2\ x 
Саа: < у(х) 43-2 
2 2 2 
donc 05/(5)-2--3 
допо: /()-345 VxeR' 
2 2 
| : 3 |x * 
finalement : Ее, E VxeR 


3 


2)ona 311 еїопа lim! 0 
9 2 x30 2 


/(х)- 


Donc : lim f (x)= = 7 (0) 


Donc :f est discontinue en x, =0 
Exercice12 : Soit f définie sur R par : 

f (x) = si...x < О 

f (1) = 2+ x;si...x > 0 
Etudier la est continuité de f en x, =0 
Solution : lim f(x) = limx2=0= f (0) 

x0 x0* 
donc f est continue à gauche de x, =0 
li = lim 2+x=2 
a 
donc f n'est pas continue à droite de 0 
Etona: lim f (x) = lim f (x) 
x0* x0 


Donc, la limite en 0 n'existe pas. 
f est discontinue en O 


О 


Graphiquement : La courbe de f ne peut étre 


tracée sur un intervalle comprenant О, 
« sans lever le crayon ». 
Exercice13 : Soit f définie par : 


f (x) = 3 — x2; si...x < 0 


f (x) = — 551...X > О 
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Etudier la est continuité de f à droite et à 
gauche de x, =0 


"P ЖОО а ЖОШ 
Solution : lim f (x)= lim TE =3= f (0) 


donc f est continue à droite de x, =0 

li = lim3—-3223- 

П 7 (9) = мшш 
donc f est continue а gauche de х, = 0 
Exercice14 : Considérons la fonction f définie 


| f (x) = SÉ Л 


( )- 08370. 552 


fix 
A eg 
Etudier la est continuité de f en x, = 2 
Mad _ 5 25 
T=38X2 T=3x2 
2+х— -2)(х43 
"Ра ШР ал CAE” 
э Xe 


х-Э27 Ye 


Solution : on a: f (2) 


if GE А. 


Donc f est continue adroite de f en x, =2 


li = |i | (2 
afi A 


Donc f est continue gauche en x, =2 
Donc f est continue en x, =2 


2_ 
Exercice15 :Soit la fonction f : x 5 7 : 


Si xzl 
X — 


Et: f (1)22 
Etudier la la continuité de f en x, =1 
Solution : vx e & - (1) 


: : X 
lim f (x) = lim 
x1 x1 wel 
x-1 x-1 


donc f est continue à droite de x, =1 


каш: 


Х2-1 
li = lim- = im hee? 1 
“анхан хий 


donc f n'est pas continue à gauche de x, =1 
donc f n'est pas continue en x, =1 


donc f est discontinue en x, =1 
Exercice16 : Soit la fonction h définie par 


f(x)- x +] 


0X 3x42 


T 


1- Déterminer l'ensemble de définition de la 
fonction f. 
2- Déterminer la limite lim f (x), f est-elle 
continue en x, = —1? 
3- Soit la fonction f définie par : 
Ms = (2 1-0 z-l 

f(-1)=3 


b) Etudier la continuité de la fonction 


a) Déterminer D, 


f en x, 2-1 La fonction f s'appelle un 
prolongement par continuité de la fonction de f 
en -1 

4- Peut-on prolonger f par continuité en a = -2 
Solution : 1) 

xeD, e x --3x-2z0exz-1et xz-2 


Donc : D, -Ё-1-1-2| 


3 1 262 1 
Re Gegen, аш Үгэн 
x-1 хэ-1 x 3x x-1 (х+1)(х+2) 
CIC ШЕ 


li = |} 
lim f (x)= lim 


-1g D, donc f n'est pas continue en x, = -1 
3) Zu E (Ж) sias 2-1 

f(-1)=3 
SE ee 


donc f est continue en x, = –1 


donc : D, =R-{-2} 


x +] 
4) lim f(x)= lim —————? 
FEL x1 x^ 3x 42 


lim жор? 


Х-»-2 


lim x°+3x+2=0 donc: lim (х) = +оо 
х-»-27 


x2-2* 

Donc on ne peut pas prolonger f par continuité 
en a = -2 

Exercice17 : Soit f une fonction définie par 


(= 
fixe = Donner un prolongement par 


continuité de la fonction f en x, 20 


Solution : lim f (x) Bn %% zig 2% x 20 
x90 x90 X x20 х2 
9221 оа 
x0 x? 2 
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Donc La fonction f définie par : 
Ён - /(х);5ї...х +0 
f(0)=0 


par continuité de la fonction f en x, 20 


Est une prolongement 


Exercice 18 Got la fonction h définie par 
2 = 
h(x) XX 6 
x— E(x) 
Peut-on prolonger h par continuité en a = 2 ? 
Exercice 19 : Etudierla la continuité 
des fonctions suivantes : 


1) h(x)=Vx2+x+3 2) цаас 


х?+2х—3 


(E désigne la partie entiére) 


3) t(x) = tan x 


Solution :1)Л(х) = үх2+х+3 
x2+x+3Est continue sur IR car c'est une 
Fonction polynóme 
de plus (Vx € IR)( x24- x -32 0) 
(Son discriminant A est négatif) 
Donc h est continue sur IR 

x'-x -6 
2) (х) | x2+2x— 
] — »,-3[ et sur ] - 3,1[ et sur ]1, tel 
3) La fonction t est continue sur tous le 
intervalles de la forme : |-л/2+ kn ;лп/2+ ka 
(Ou ke€Z) 
Exercice 20 : Etudier la 
des fonctions suivantes : 
1) f (x) = cos(2x2-3x+4) 


2) g(x) - J — 3) (x) msn ( ол, 


Solution :1) Soit f une fonction définie par 

f (x) = cos(2x2-3x+4) 

Montrons que f est continue sur IR 

Puisque les fonctions : f:x—2x2-3x+4 et 


est continue sur : 


la continuité 


fa :x— cos x sont continues sur R 
Et f. (IR) C К alors : f = f,» f, est continue 


sur IR 
2) Soit g une fonction définie par 


(9) 


в(х)= |————— Montrons que g est continue sur 
] - sin?x 


R' Ona: D, =[0;+[еї Puisque la fonction : 


gx est continue sur IR" et 


1+ sin?x 
21 (8) = R*et g, :x— Xx sont continue sur R* 


Donc: g = е, оо, est continue sur R“ 


3) h(x)= d 2 


х= + 


) est continue sur В саг 


x x? - 1est continue sur R et ne s'annule pas 


sur R donc : х —> est continue sur IR 


х? + 


et (Vx € IRJ( € R) et sin est continue sur IR 


х2-1 
Exercice 21 : Soit f et g deux fonctions définies 
f (x) = x+ l; si...x < 0 
par : | et g(x)=5 
f (x) = 0; si...x > О 
Montrer que f est n'est pas continue en x, =0et 
h-g»of est continue en x, = 0 
Solution ona f(0)=0 et 
li = li 1-1 
im 70) Ша х+1=14 70) 
Et g est continue en x, = 0 
mais on a : (g» f )(x)-5 est continue en x, =0 


Exercice 22 : Déterminer les limites suivantes : 


1 end (7 d 2) lim cos| л Ex 
x0 x? X—»--00 X +1 
|-cosx 
х2 


Solution :1)Soient : /:х ә леі о: х ѕіпх 


1— ! 
эээ, -2 g est continue sur К 


Puisque : lim 
x0 x? 


Л 
Donc continue en х, = 5 


Et la fonction : x — cosx continue en z 


X—-roo 


donc : lim SÉ Li kene? 
+ 
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Exercice23 : Déterminer les limites suivantes : 


d — 
1)limcos TH 2) lim sin Ls Ары TN 
x0 3x X—+00 4x? 4- 7 

2 
3)limsin 
x0 1-С08Х 
Solution :1) mo ^з ee 
x0 3x x03 х 3 


et Puisque : x — cos x est continue sur R 


7 
Donc continue en x, — 3 donc : 


л? л 


X— +0 4 х? 4 


et Puisque : x — sinx est continue sur R 


; Л 
Donc continue en x, = 2 donc : 


лХ2-4х-3 Л 2 

donc : lim sin — sin — 2— 

X— o0 4x? - 7 4 2 

2 
3) опа: li шог donc : lin2———— A 
э 28 0 хэд ]—cosx 

| 2х? | 
donc : lim -2:x— 4x est continue en 4 

x0 \ 1 cos x 


х2 


donc : limsin —sin2 Car : x 5sinxest 


x0 1— cos x 
continue en 2 
Exercice24 :Le graphe ci-contre est le graphe 
de la fonction f(x)=x2+2x 


Déterminer graphiquement les images des 
intervalles : |-1,2] , [0,2[ ; ]—1,0] 

PES ; Lal 

Solution :Graphiquement en a : ([-1,2])=[-1,3] 


/((00:2)-1-50) ` f(]-10])- [0.3 


Io 


F([2:+{)=[0,+f ` у(]=])=[-1+=] 
Exercice25 : Soit f une fonction définie par 
2X5 
f(3)-— 
intervalles suivants : 
[0,1] ze е2: 8] 
Solution : D, = |-o;-1[ Y |- 1; +| 
2 
1 


Déterminer les images des 


р i- 243-5 > 0 donc : f continue et 
strictement croissante sur les intervalles |; 


а ъа den on ll 


f([-2-11)= f (2):lim f(x) = [7; +0 


x2-1 
xs] 


(2) (оувагр) =] 


X -r00 


Exercice26 : Montrer que l'équation : 


1 | 
Ax" цан = 0 admet une racine dans chacune 
des intervalles suivants : WE) Län еї |0;1 
Solution : on considère la fonction : g tel que 
g(x) = 4x -M-- 


e Ona:gestest continue sur sur R (car c'est 
une fonction polynóme) donc continue sur tout 
intervalle de К 


o  Etona: e(-1)--7 et (-1)- donc : 


4-1 «(-1) 00 donc :d'aprés le (T.V.l) 

| existe o. e H- tel que : g(a )=0 

o Etona: «(0)--- et (-:- donc : 
d Zeg donc :d'aprés le (T.V.I) 


| existe о, dE que : g(a,)=0 
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Etona: - let -l donc: 
: ВО LES 
g(1}xg(0)<0 donc :d'après le (T.V.I) 
il existe œ, є (0:Ц161 que : g(a;)=0 


, | 1 ; 
donc l'équation ` 4x" 2 = 0 admet 3 racines 


différentes dans chacune des intervalles: 


ши 


Exercice27 : Montrer que l'équation : 

x -x-120 

Admet une racine unique dans |-1:0| 

Solution : on considère la fonction : f tel que 

Р(х) = х +х+1 

e Ona:fest est continue sur sur R (car c'est 
une fonction polynóme) donc continue sur 


Lut 
e опа: f(-1)--1 et f(0)=1 donc: 
f (1)x f (-1)40 
e f'(x) 23x +1>0 sur 1-10| donc f strictement 
croissante sur ]|—1;0| 
Donc : d'après le (Т.М) l'équation f(x) = 0 
admet une solution unique dans |—1;0| 
Exercice28 : Montrer que l'équation ` cos x = x 
Admet au moins une racine dans intervalle : 
T= [0; л | 
Solution ` cos х = х &»cosx-x = 0 
On pose : f(x) = cosx-x 
e Ona:fest est continue sur sur Е (car c'est la 
différence de deux fonctions continues) donc 
continue sur 7 = [0; л | 


e опа: f(z)--1-z«0 еї f(0)=1 donc: 
f (0)x f (жт) «0 
Donc : d'après le (T.V.l) 
il existe с є ziel que: /(0)-0 
Exercice29 : Montrer que l'équation : 1+sin x= x 
Admet au moins une racine dans intervalle : 


IN 


Solution : 1—- sinx-x«»l1-sinx-x-0 

On pose : Ї(х)-1-8шх-х 

e Ona:fest est continue sur sur R (car c'est la 
différence de deux fonctions continues) donc 


. л 2л 
continue sur ER 
2e 3 


e опа: dëi et 


2m | 64343 -4m EAE E 
1 3 Ste <o donc : 15 d \<о 


Donc : d'après le (Т.\/.Ї) 

ЗЭЭР 2 

| existe с deel tel que : f(a)20 
Exercice30 : on considère la fonction : f tel que 
Рох) = х -x-1 

1) Montrer que l'équation ` (х) =0 admet ипе 
solution unique « sur R 

2) Montrer que l'équation : /(х)-0 admet une 
solution unique oe |0:1| 

3) étudier le signe de f(x) sur R 


Solution : 

1)a)On a : f est est continue sur R (car c'est 
une fonction polynóme) 

b) f'(x) Ar +1>0 sur R donc f strictement 


croissante sur IR 


с) ona: f(R)- (0-а) = [im f (х); ro) 


= |-о; кој etona:0e/(R) 

donc d’après le (Т.М) l'équation) l'équation 

f(x) = 0 admet une solution unique с dans К 

1) on a f est est continue sur |0;1| et 
f(0)xf(1)-«0 ( £(0)2-1 et f(1)=1) 

et f strictement croissante sur|0;1] 

Donc : d'après le (Т.М) l'équation f(x) = 0 
admet une solution unique dans oe |0;1| 

3) étudions le signe de f(x) sur R 

Icas ei хха alors у(х) < f (a)(car f strictement 


croissante sur IR 
Donc f(x)«0 (car f(æ)=0) 
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2саѕ :Si xza alors у(х) > f (a)(car f strictement 
croissante sur R 

Donc f(x)20 (car f(æ)=0) 

Exercice31 :Soit f la fonction définie par : 


—3 
f(x)- € 


1) Montrer que la fonction g la restriction de f 
sur intervalle 7 = |-2;+0[ admet une fonction 


réciproque o définie sur un J qu'il faut 


déterminer. 
2) Déterminer o (x) pour tout x de l'intervalle J 
. х—3 
Solution : 1) f(x) = — D, -IxeR/x*220] 
D, -R-(-2j 
по) (2) e eee sem | Цх42)-1х(х-3) 
Leaäl (x«2) 200 (x2) 
(= 0 
(x+2) 


puisque 2 est strictement croissante et continue 
sur: / = [-2; +] 

donc g admet une fonction réciproque g` définie 
sur J - g(1) = g(]2:4[) = Lac 


Or pente 


yel xe g(I1) 
g(>)=x y-3 
—X < у-3 = F2 
KOzi үе ete rate 
e у-ху=2х+3 e y(1- x) 22x43 
2 
e у= E Donc g” (x) = 25 
ps ]-»o:1[ -» ]—2; + | 
Donc 3 
E 220 
шаг: GE 1—х 


Exercice32 :Soit f la fonction définie sur 


[m EI par: f (x)= J2x-1 


100 


1) Montrer que la fonction f admet une fonction 
réciproque f 'définie sur un J qu'il faut 
déterminer. 

2) Déterminer f (x) pour tout x de l'intervalle J 


3)Représenter (C, ) et (C, ai dans le máme 


— — 


repére orthonormé (o. ij) 


Solution : 1) D, =| 


Donc : f est strictement croissante et continue 


sur : ipee =! 
2 


donc f admet une fonction réciproque f ” 
définie sur J = f (I)- dd hb 
Kemp te 
2) e 
yel xe f(I) 
dim e 2y- 


1=xe2y-1=x 
rel 


s2y=x +16 у= 2 


х +1 
2 
E 1 
f [ose EE 
х +1 
2 
3) (C,. Jet (C, ) sont symétriques par rapport à 


ХА) y = x 


Donc f (x)= 


Donc : 


xf (x)= 
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eb <= = 
ло : 


y-—x 


eb e = c ad 
оьстчооо-юошоь 


CT 


Exercice33 : Résoudre dans R les équations 
suivantes : 

1)x =32 2)x =-128 3)х-3 4)х-- 
Solutions :1) x? =32 donc х»0 

х= 2 e х= 45 «эх-2 donc : 5 2 

2) x’ 2-128 donc х<0 

Donc : х= 4/128 © x 2-42! e x--2 
Donc: S 21-2] 

3) x! 3e х= 43 ou х= -43 

Donc: 5 = [-35:35] 

4) x° 2-8 


On a x° 2 0 et -8«0 donc s= 
Exercice34 : simplifier les expressions 


suivantes :1) (42) 2) 44 
з) A- 481 - (V2) «disi + 
4) в _ 2x V6 x Va х5 
17256 
9) С- оту вту? 6) p = (2 128000000 
25 1 217 
7) g-N2xN8 в) vbi) 


44/28 RÉI 
Solutions :1) (42) -2 2) 440 - 90 


2) as LR) RER 1528-47-20 JE 


== 09 ы = Э-Э ый 


3) „_ V2 x V16 x V4 x2 _/з»х{/2* x Y2? x2 
256 14256 
9 


o 2 d P d. wd ^g 23 
5 28 P 
22232725 OR ea OCA. E 


B 0 0-0 
SE 215 215 
2 1 5 2 1 5 2 
5). (27) x(81:x92 (3°)? х(3*)* (32 )2 33x3! хз? 
= или шша с ш 
33 33 33 
d 20 17 


3 
C = = а= е =: 


2 
5 5 7 6 6 
Цин хижиг T 
6 
D- H «dy -2,2-2 
3 3 3 
E = 5/2, x V8 Ш 5/2 x A2? Ш 2° x Na» 


5728 i 10/57 10/57 
_ 10/517 ww _— 


m, 
= 132 
2 43x82 x|| 22 
Хав) | | 
e Бе 
3/4 m 
D 
rE Ee E. Be А _ е 2 
46 26 
2+— 1 


Exercice35 : comparer : V2. et 3 
Solutions : on a : PT = 4х 

13 = "үз? -3/243 et V2 = "27 – 3h28 
On а: 3243 > 3/128 car 243 > 128 

Donc : 73 > Nei 

Exercice36 :résoudre dans К: 

1) 43x-422 2) (x) -5ilx «6-0 
Solutions :1) 


E EE (18x-4) =(2) ©3х-4=32 


&x=12 donc : S ={12} 
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2 

2) (Ax) -5ilx «6-0 on pose : x = X 
L'équation devient : X^ -5X +6 = 0 
А= -4ac =(-5) -4x1x6=25-24=1>0 
MEALS —b-4^ 
2a 2a 
Donc : 4х 23 ou 4х-2 
Donc: х= 243 ou x = 32 

Donc : 5 = {32,243} 


+ EK 5 2 


Exercice37 :calcules les limites suivantes : 
2) lim dx 42x! -x44 

3 __ 3 ЕЭ 
Sid cete ` äi lim 3-2 S 


1) lim ух? +24 


x0 X x8 х—8 

s AIX FONES fo mx 
5) lim — — — 6) lim 

x] ess] X—-o0 3/2 249 

Vx =Í 

7) lim 

x—1* х—] 
Solutions : 


1) lim x +24 = 42° +24 = {8 + 24 = 3/32 = {2 =) 
2) lim 5 +2x° —x+4 = lim Ji? = Aen = чоо 


(e? 9) (n1) aen ern) 


lim 1 Pn 
ша A" да: «(ту +1х/х+1 +1) 
3 : 3 
ЕТЕ Del -(@ " х41-1 
дэн "eer ] нх BE FEE EE. 
1 1 1 
= lim 


UC х+1) xir Ter 1+1х1+1 3 


xo8 x—8 0 
Опа: d -b =(а-Ь)(а? +ab+b° ) 
ши Х-2 ga Q0) -7. 0 
“>s x—8 (8) (Vx) +2x Vx +27) 
x—8 1 1 


“үүх гс 2 5 Ыг o a MEN ERN 


AT (s) nete "Ву elen 12 


10 


RE = _ V2x+6-2 4х-3-2 
) lim = lim ve] | 
279 ыг. 6 1 x-3-4 
касне (1-1 e 
| 2 1 1 шаа 
= lim уш а 


(2x6) äng Ух+3+2 4 12 


6) 
рын. de E3 _ 
eda 3 x? 32-2 m M Jim s B 
3 
Саг: lim Genie 
x—> +0 Es _ 2) X0 ү X0 ү 
41.2 41:32 2 
Dun їг - шэнэ 


1-1) (х+1) D(x-1) |. Jet ` 
= (x— 1)(х- 1) к х—1 


: imx+1=2 et limx-120* 


xor х-»Г 
Exercice38 : simplifier les expressions 
_ 41024 х 3/3200000 


suivantes :1) А = 


4/64 х 44/252 х 418 
2) а)сотрагег : 5/4 et 3/3 

b) comparer : 5/28 et 4/13 

C) comparer : 423 et 151 


Solutions :1) 


"m 3ho24x3/200000 — d2"x32"x10 ` 
4/64 х alea x 3| 252 х 18 "TE 4/26 x Sj fo x 2x3 
10 
P а p | 220 


2^ x25 х3х 22 
2) a)comparaison de : 3/4 et 3/3 
ona "Ax" = х 
et опа: 4/3 = *3> – 2243 et 5/4 = 4" = 2256 
donc 4/4 > 33 car 256» 243 
b)comparaison de : 4/28 et 4/3 
опа +/28 = {/28° = 5784 et 
V13 = 33 = 213° = 2197 
on a 5/2197 > 4/784 саг 413 > 5/28 
b)comparaison de : 1151 в14/23 
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5/23 = 233 - 112167 
Donc : 3/23 > 151 


Exercice39 :1) Rendre le dénominateur 


342 1 
rationnel :a = b —————— 
32-22 3/4 + 3/2 +1 
Е 1 ER 1 
42 — 315 3/25 +3/10 +3/4 


2) Déterminer les limites suivantes : 


amm ээ is 


x1 3] x —1 X— +0 
Solutions :1) 
342 


on utilise : а -b = (a- b\(a° +ab+b°) 


^35 
2 [2 ear) 3/2| 27 +202 +2?) 

(0-2)? +24022) 2-2 
32(V2" +202 +2) V2[ +24222) 


aA = —— EE — 


-6 2 
NEM MEM 42-1 
Sae (12-1(122-4/2х1442) 
232-1 E: 
M) 
_ 1 _ 3/22 + 3/2 х 3/5 + 3/52 
2-5 (42 - 35 (A22 +42 35 + 4/52) 
211: 42442х454452 dA 10 - 25 
SGT qnam S 


i 1 : 1 
- As sho + 24 15^ 4:4/25/54:4/22 
_ 15-46 — 45-48 
RARE AE (у (0) 
3 
Em 


a -b = (a- by(a +ab+b°) 


on utilise : 


„бе Jen ien ple nn 
20-1) +4) Р AH) 6 3 


D) 


ER +] х) +1)? + ХА]? +1 +) 
Ju +1)? Lait +1х1+х? 


lim /х*+1—х= lim 


X400 X00 


lim Jx +1-x= lim 


1 
———— MO, 
X00 usd Jor +1)? + хх? +1x1+ 22 


Exercice40 : Déterminer la limite suivante : 


. N20x2-4-2 
lim —— 


к=. Jitz? 


Ÿ20x2-4-2  4/20x2-4 -4/16 


Solutions : 
2x44 X3 2154-14-53 
| 2002-4-16 
(28:-3 (208-4| «(20:2 -4y 4 äi 4)16 ei | 
20(х+1) 


: (хээ (208-4) +4(20x2-4) 4+ 4(20x2-4)16 +416 | 


2059 4 —2- À 
Donc : lim —— — — —— - = 
хэ! ek 5 


Exercice41: 1)simplifier les expressions 


| 19/35 x 3 9x (3o) 
suivantes : A = ———————— 
3/3 


el в x х9 NV хүд 
{81 x ND 
2) Résoudre dans R l'équation : 
2 1 
a) үх—1=3 b) х'*—7х?—-8=0 
с) dr - 3x -1220 
2)Déterminer les limites suivantes : 


ЧИЕ тенет XC dx -1 
a) lim yx +x +1 b) lim 

X— +оо x1 a xs 
Sin 

хэд dx 1-1 
Solution : 
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3/3 35 35 
1:28 8 А " 
A-S äi =з -(w3)" 
35 35 
1 1 1 
px Vs о _(3°)*х(3°)°  sxs 
ee аА 
3/81 x 4/4/-/3 E )5 x (3)s (3° y x (з), 
Е. do a 1 341 II 4 535 
В = : —22 x3 күз ses гэ? 5 — 340 40 
35 x(3)s 


201 s 24 
b) EE —/х?—8=0 
1 
on pose: x? =X donc: x? -7x -8-0 
N- b! -4ac =(-7) -4x1x(-8)2 49432-8150 


Donc: x? =8 ou x? 2-1 
В 
x? = –1 па pas de solutions 


1 3 
х? EN -(8) < x=512 


Donc : $ = (512] 

C) Ух-4х-12-0 ona x>0 

М -3x -1220 e x - 52 -1220 

on pose : Vx = X donc: X^? X^ -1220 
on remarque que 2 est racine de cette équation 
donc: X° + X^ -122 (X -2)(X^ &3X +6) 
X^-X^-1220e X 22 ou X?43X 16-0 
A=-15<0 donc X^-43X +6=0 n'a pas de 
solutions 

Donc: X 22e $x 22€» x 225 264 

Donc : 5 = [64] 


x—> +0 


2) a) | lim Ух? +x +1 = lim dé = +00 = Arctan (tan (4057 + ))= Arctan (tan (25) 


lim on a d -b -(а-б)Ца +ab+b° Étbiboues м ы Тш ees ac T 
3 3 2 3 2 
DR M (Vx – (4) +1x Vx +1 ) 2yb = tan (Arctan (20077 уу _ 20077 
im EU d———————————————————— 5 | 


Car : (Vx € IR)(tan(arctan x) = x) 
3)c = tan(Arctan(-1))» -1 


DIER eb | DIER Hx | 4)d = Arctan (tan (-1)) =-1 car - < -1< Ž 
бу, 1 1 1 7 е 
im = lim 2— — ——— —- = = 


М med 1x63 (9) E ШКЕ EE ТАЛАШ: 5)e = tan(Arctan 4123 )= 4123 
Exercice 45 : on considére les nombres 


sin (т) Еа vr 


С) їйї BEN. E == ES suivants : a = Arctan- et b = Arctan = 


2 t Л д 1 
in (4А) нье) етс = "m PERITUS 


= lim 


ЁС: Кт) Ai Si x 1)montrer que : tan (a+b)= tan c 
“эн : 2)Еп déduire que : 
= уа а) корте Р) =1x3=3 | | | л 
хэ0 x Атсіап – + Arctan - + Arctan- = — 
Ехегсісе 42: 2 > 8 4 
1. Résoudre dans R : x =16 Solution : 1)on а: tan(a+b)= ME 
2. Résoudre dans К: (x-1) = —27 R ш 
Ехегсїсе 43: | | 7 anarctan[ | tanarcan[ | I E 
an (a+ b) = ——— = — 
1. Résoudre dans R l'équation: 5/х – L-tanarctan( 5 eanarctan( À) (1,1 9 
2. Résoudre dans К l'équation : С ? 2 5 
3/x-5$/x+6=0 ! db \- анагаан | 
Л 
3. Résoudre dans R l'inéquation : anc tan( 5 aen | --421----Үд = 1 
L+ tan( Z mal | tan aretan | 
4х-1-АХ-2-1 
Exercice 44 :Déterminer les réels suivants : 1-1 
8.7  Donc:tan (a+b)= tan c 
1)a = Arctan (tan ( 2217 )) шин iu o "s 
8 
2007z 
2)b = tan (Arctan ( ) 2) 0-2 «Loo arctn 0 «ааа < arctan1= 0 arcan < Z 


3)c = tan(Arctan(-1)) 


1 1 L 7 
0 < — < 1 = arctan 0 < arctan — < arctan 1 = 0 < arctan — < — 
4)4 = Arctan (tan (-1)) 5 5 > 4 


Л 

5)е = tan(Arctan 4123) Donc р 

Solution : 1)on a si re -2:21 О ши 2022-0051 
8 8 4 4 8 4 


arctan(tan x) = x 


D 0 < 45 
20077 SUE A 


)) 


а = Arctan (tan ( 
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Оп а: tan (a+b)= tan c et puisque tan est une 


ЛЛ 
ы 


bijection de Vers В. Donc : a+b=c 


Саа: АРЦ ИЙГ + Aion а Antin 
2 5 4 9 


Donc : Жерїй + dum + "ons 2-2 
2 5 8 4 


Exercice46 : Considérons la fonction f définie 
par f (x) = xcos.; six*0O et f(0)=0 

X 
1)Etudier la continuité de f en x, 20 


2) Etudier la continuité de fsur les intervalles 
10; +о[ еї Lat et est ce f est continue sur R 


41 
ER 


et puisque : lim|x| = 0 et lim- |х| = 0 


3) lim f (x) Solution : 1) x e R' < 1 


А 
СОЅ | — 
X 


donc : -|x x f (x) < x 


donc : |x| < |х| donc : < [x 


Alors : lim f (x) -0- f (0) 


Donc :f est continue en x, =0 


1 | 
2)on а la fonction : f, : x  – continue sur les 
X 


intervalles |0; +о[ et |-o;0| et les fonctions : 
f,:x— cos x et f,:x— x sont continués sur les 
intervalles let |-oo;0[ 

Donc : f = f, x{f,° f,) est continue sur les 
intervalles let |-c0;0[ 

Et puisque : f est continue en x, =0 


Alors f est continue sur К 
3) lim f(x) ? 


21021 
lim —=0 et х — cos x est continue en х,-0 


X—> +00 X 
| 1 
Donc lim cos— = cos0 21 
X—> +оо 
Et puisque : lim х= +оо 
X—> +00 


| 1 
Alors lim xcos— = +оо 


X—>+00 X 
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Exercice 47: Considérons la fonction f définie 
par : f (x) = E(x)«(x- E(x)) isi x £0 et f(0)=0 
1)Etudier la continuité de f en x, =2 

2)Etudier la continuité de f en x, = J2 


3) Etudier la continuité de f sur К 


Solution : 1) on va écrire f sur les intervalles 
f(x) 21«(x-1)2si...x e[1:2] 
Bien définies : 
f (x) = 2+(x—2)?;si...x = 12:3| 


Опа /(2)-2 

lim f(x)=liml+(x-1)2=2= f (2) 
donc f est continue à gauche de x, =2 
lim f (x) = lim2+(x-2)2=2= f 2) 
donc f est continue à droite de x, =2 


et puisque f est continue à droite et à gauche 
de x, =2 alors f est continue еп x, = 2 


2)Etudions la continuité de f en x, = 42 
Puisque les fonctions : g:x— E(x) et h:x—x 


sont continues en x, = V2 

alors: f=g+(h-g) est continue en x, = J2 
3)Etudions la continuité de f sur R 

Puisque les fonctions : g :x—> E(x) et h:xx 
sont continues sur chaque intervalle dans IR – 2, 
Alors la fonction : f =g+(h-g) est continue su 


chaque intervalle dans К-2 
3)Etudions la continuité de f sur Z 


Soit: keZ ona /(К)-4 
Ї(х)-К-1-(х-К-1)54.хє|К-1| 
Р(х)= k*(x—-k)5;si...x e |k;k «1| 

lim f (x) = limk -Ie(x-k&1)? -k = f (k) 

donc f est continue à gauche de x, = к 

lim f (x)= limk&*(x-k-k- f(k) 

donc f est continue à droite de x, =k 


et puisque f est continue à droite et à gauche 
de x, =k alors f est continue sur Z 


conclusion : f est continue sur К 


Ехегсїсе48 : soient f et g sont deux fonctions 
définies sur R tels que f est bornée et g continue 
sur R ;Montrer que fog et g^» f sont bornées 


sur К 

Solution :1) f est bornée sur R donc il existent 
deux réels met M tel que : VxeR 

т < f (x) < M 

Donc : f(x)e[mM | ҮхєК 

Donc : e(f (x)) c g([m. M || Vx € IR 

et puisque g est continue sur К alors 

g est continue sur |m; М | donc il existent deux 
réels aet b tel que g([m; M ]) - [a;] 

donc (f (x)) € [a;b] VxeR 

donc a<g(f(x))<b ҮхєК 

donc a<(gof)(x)<b VrxekR 

Donc gf sont bornée sur R 


2)la fonction g est continue sur R donc : 
g(R)=7 avec I un intervalle de R 


et puisque f est bornée sur R Donc : 
fF(vy)e[m M | Vyel 

Donc : f (2(x))e[m M] ҮхєК 

Donc: m<(fog)(x)<M VxeR 

Donc Top sont bornée sur К 

Exercice 49: Considérons la fonction f continue 
Sur l'intervalle [a;b] et x, et x, et x, des 
nombres de l'intervalle [a;5| 

Montrer que l'équation : 

3f (x)= f (xy) f(x% )+ f (x) admet au moins 
une solution dans [a;b] 

Solution : 

On considéré la fonction g définie sur |а:9| par 
g(x) 3f (х) (Р) f Gs) f 03) 

la fonction g est continue sur l'intervalle [a;5| 
soit f (æ)le plus petit des nombres f (x); f(x) 
‚ f (x, et soit f (£) le plus grand des nombres 


fF (x)f(x)et f(x) 
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De méme : on а: g(8)-3f (F)-(f (x) fiel f(x) 
g(a) (f (8)- (5) GF GB) f 09) CF GB) - f (s) 
Donc : g(8)20 

et puisque g est continue ѕиг[а;2| 

Donc : d’après le (Т.М.1) il existe un réel € dans 
la;b| tel que : g(C ) 20 

Cad 3f(c)=f(x)+f(x)+f(x) 

Donc l'équation 3f (x)= f (x, )-- f (x, )+ f (xi) 
admet au moins une solution dans [a;b] 
Exercice50 : soient f et g sont deux fonctions 
continues ѕиг[а;2| tels que : 

0 < g (x) < f(x) vx є(а:9| 

Montrer que : 

JAeR' /Vxe|a;b|;(1- A) &(x)s f (x) 
Solution : Montrons que : 

JAeR,/Vxe [а;2|;(1+ 4) g (x) < f (x) Cad : 
f(x) 
x) 
On considéré la fonction h définie sur [a;b] par 


к. 


= -lla fonction h est continue sur 
g(x) 


l'intervalle [а;Ь| саг f etg sont continues sur 


JAeR;/Vxel|a;b|; Ax -1 


OQ 
m 


l'intervalle [a;b] et g(x)«0 vx e|a;b| Donc la 
fonction h admet un minimum 4A Cad il existe 
x, €[a;b] tel que : 


A-h(x)- fes) et A<h(x) Vxe[a;b| 


g(x) 
Ona:0<g(x,)< f(x) donc E 
donc: A eR; donc: 
Эде /Vxe|a;b;(1- A)g(x)s f (x) 


Exercice 51: Considérons la fonction f continue 
Sur l'intervalle [a;b] tel que ` f(a)<0 


il existe x, є ]a;b| tel que : f(x,)= 


Solution : 
Si © (b-x)f (х,)—(а-х,)=0 
== 


0 


Опа: f(x) == 
On considéré la fonction g définie раг : 
g(x)=(b-x)f(x)-(a-x) ;la fonction g est 
continue sur l'intervalle [a;5|car c'est la somme 
de fonctions continues sur |a;b| 

Опа: g(a)=(b-a)f(a)<0 car /(а)-0 

Et b-a>0 etona: 2(5)-5-а»-0 

Donc : d’après le (Т.М.1) il existe x, є ļa;b| tel 


que: g(x,)=0 cad /(%)=— 


0 
Exercice 52 :Soit la fonction f£ (x) = х +х+1 


définie sur IR. 

1- Déterminer J = f([0,1 ]) 

2- Montrer que f admet une fonction réciproque 
de J vers [0,1] et déterminer f^ (x) vxeJ 
Exercice 53 :Soit la fonction ё(х)-х-24х 
définie sur IR". 

1- Montrer que g est strictement croissante sur 
[1, +°[ puis déterminer J = g([1, +°р) 

2- Montrer que g admet une fonction réciproque 
de J vers [1, **[et déterminer g` (x) VxeJ 

X 

— у? 
Montrer que h est une bijection de] – 1,1[ vers 
un intervalle / qu'il faut déterminer et déterminer 
et déterminer h` (x) VxeJ 


C'est en forgeant que l'on devient forgeron » Dit ип 
proverbe. C'est еп s'entrainant régulièrement aux 
calculs et exercices Que l'on devient un 


mathématicien * 


Exercice 54 :Soit la fonction A(x) = 
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